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Resumen
En este trabajo se desarrolla un formalismo meca´nico
estad´ıstico general para estudiar sistemas restringidos a
superficies de revolucio´n, los cuales son un buen modelo
para el estudio de las propiedades termodina´micas de
sistemas microbiologicos y/o macromole´culas viviendo
sobre membranas biolo´gicas como la pared celular.
1. Introduccio´n
La gran mayor´ıa de los feno´menos que ocurren en la
naturaleza se manifiestan bajo la influencia de algu´n
mecanismo que los restringe a vivir en un espacio
limitado. Tal es el caso por ejemplo de los organelos ce-
lulares los cuales se encuentran confinados en el interior
de la membrana celular o las diferentes bio-mole´culas
que se encuentran restringidas a moverse sobre la
pared celular [1,2]. Otro ejemplo es toda clase de
mole´culas, seres microsco´picos o part´ıculas suspendi-
das en interfaces [3] (agua-aire, aceite-agua, burbujas,
etc.). La dina´mica misma de la vida esta´ restringida
a la superficie del planeta, as´ı como los huraca-
nes y corrientes de aire, entre muchos ejemplos ma´s.
Resulta pues de fundamental importancia investi-
gar las propiedades termodina´micas y los efectos que
pueda tener por ejemplo la curvatura sobre las propie-
dades dina´micas y esta´ticas de dichos sistemas. Se han
hecho algunos intentos por estudiar las propiedades
termodina´micas de sistemas restringidos a superficies
esfe´ricas [4] y cil´ındricas [5], tambie´n se han hecho
estudios de como la curvatura afecta las propiedades
de auto-difusio´n [6]. El formalismo de la Meca´nica
Estad´ıstica es lo suficientemente general para incluir
tales restricciones y efectos, sin embargo existen deter-
minadas sutilezas a la hora de los ca´lculos expl´ıcitos de
propiedades tales como la presio´n o como las funciones
de distribucio´n radial, sobre todo cuando se incluyen
los efectos de taman˜o finito. Consecuentemente, un
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desarrollo detallado de las ecuaciones fundamen-
tales de la termodina´mica, es de gran importancia
para todo aquel investigador no especializado en el
campo (bio´logos, qu´ımicos, microbiologos, entre otros).
El propo´sito del presente trabajo es desarrollar
expl´ıcitamente la estructura metodolo´gica formal
de la Meca´nica Estad´ıstica Cla´sica para el caso
particular de sistemas restringidos a vivir sobre
superficies de revolucio´n y aplicar este formalismo
en primera aproximacio´n a sistemas constituidos
por biomole´culas; por ejemplo prote´ınas sobre
la membrana celular. Una versio´n ma´s general
que incluye el caso de sistemas multicomponente
sobre variedades Riemannianas de dimensio´n arbi-
traria esta´ siendo preparada para su publicacio´n [7].
El trabajo completo se organiza de la siguiente
forma. En la seccio´n 2 se plantea el formalismo
cano´nico para la dina´mica de sistemas restringidos a
superficies de revolucio´n. En la seccio´n 3 se revisan
los conceptos de Meca´nica Estad´ıstica bajo la teor´ıa
de los ensambles: Cano´nico y Gran-Cano´nico. En esta
misma seccio´n se analiza el caso particular de gases
ideales y modelos con esferas duras, adema´s de derivar
la fo´rmula barome´trica. Finalmente en la seccio´n 4
se da un sumario de los principales resultados del
presente trabajo.
2. Formalismo cano´nico sobre
superficies de revolucio´n
Considere una part´ıcula de masa m restringida a mo-
verse sobre la superficie de revolucio´n definida por
S (u, φ) = (f(u) cosφ, f(u) sinφ, g(u)) [8] y bajo la in-
fluencia del campo externo V = V (u, φ). La dina´mica
de dicha part´ıcula esta´ completamente contenida en las
ecuaciones de Hamilton [9]
p˙u = −
∂H
∂u
(1)
p˙φ = −
∂H
∂φ
(2)
1
u˙ =
∂H
∂pu
(3)
φ˙ =
∂H
∂pφ
(4)
Donde H es el Hamiltoniano
H =
p2u
2m
[(
df
du
)2
+
(
dg
du
)2] + p
2
φ
2m [f(u)]
2 + V (u, φ).
(5)
Por ejemplo, un caso de intere´s para la biolog´ıa por
su analog´ıa con la ce´lula, es la esfera de radio R,
f(u) = R sinu y g(u) = R cosu. El Hamiltoniano es
simplemente
H =
p2u
2mR2
+
p2φ
2mR2 sin2 u
+ V (u, φ). (6)
Otro ejemplo de importancia es el toro, ya que los glo-
bulos rojos (ce´lulas de la sangre) pueden ser ser mo-
delados en muy buena aproximacio´n como un toro. En
este caso, f(u) = R+ r sinu y g(u) = r cosu, donde R
es el radio de giro y r el radio interior. El Hamiltoniano
es de la forma
H =
p2u
2mr2
+
p2φ
2m[R+ r sinu]2
+ V (u, φ). (7)
3. Ensambles Estad´ısticos
Consideremos un sistema de N part´ıculas de
masa m restringido a la superficie de revolu-
cio´n S (u, φ) = (f(u) cosφ, f(u) sinφ, g(u)). Si
denotamos un punto del espacio fase de es-
te sistema por (q,p) = (q1, . . . qN , p1, . . . pN ) =
(u1, φ1, . . . uN , φN , pu1 , pφ1 , . . . puN , pφN ), el potencial
de interaccio´n entre pares de part´ıculas con uij =
u (qi − qj) y un campo externo con Vi = V (qi), en-
tonces el Hamiltoniano del sistema esta´ dado por
H(q, p) = 12m
∑N
i=1
p2ui[
( dfdu )
2
+( dgdu )
2
] +
p2φi
[f(u)]2
+UN(u, φ) + VN (u, φ)
(8)
Donde UN(u, φ) =
∑N
i<j Uij y VN (u, φ) =
∑N
i=1 Vi.
A partir de este sistema podemos modelar en primera
aproximacio´n, varios tipos de sistemas biolo´gicos, por
ejemplo un eritrocito contaminado con algu´n tipo de
virus que reside en su superficie, como se ve en la figu-
ra 1. Este sistema se puede aproximar con la superficie
de revolucio´n del toroide y al virus con pequen˜as bio-
mole´culas puntuales, como se ve en la figura 2. Otro
ejemplo son algunos tipos de prote´ınas que esta´n res-
tringidas a vivir sobre la membrana celular. Por ejem-
plo las prote´ınas perife´ricas, de las cuales la mayor´ıa
quedan ancladas a la membrana celular por interacci-
nes ele´ctricas (fuerzas de van der Waals) o por unio´n
Figura 1: Eritrocito (globulo rojo) contaminado con el
virus de la malaria [11].
Figura 2: Analog´ıa de un eritrocito contaminado por
un virus que reside en su superficie.
covalente de la prote´ına con l´ıpidos de membrana. En la
fugura 3 se muestra un ejemplo de membrana celular,
la cual podemos aproximar al igual que muchos otros
ejemplos ma´s. Nuevamente este sistema, puede mode-
larse con una primera aproximacio´n, la cual puede ser
la superficie de una esfera con biomole´culas puntuales
sobre dicha superficie como se muestra en la figura 4.
3.1. Ensamble Cano´nico
En este ensamble el sistema intercambia energ´ıa te´rmi-
ca con el medio ambiente en el cual se encuentra inser-
to, pero no materia. Es decir, esta´ en equilibrio con un
reservorio te´rmico a temperatura T , con el cual pue-
de intercambiar calor pero no trabajo y su nu´mero
de part´ıculas es constante. Las variables caracter´ısti-
cas son el nu´mero de part´ıculas N , el volumen V (en
estos casos es el a´rea A en consideracio´n) y la tempera-
2
Figura 3: Ce´lula con distintos tipos de biomole´culas
residiendo sobre su superficie [12].
Figura 4: Modelo efe´rico de la ce´lula de la Figura 3.
tura T . Dado que el sistema no esta´ aislado, su energ´ıa
no es constante y fluctu´a (puede intercambiar energ´ıa
con el reservorio), entonces, so´lo podemos hablar de la
probabilidad de que el sistema adopte una energ´ıa de-
terminada para un dado valor de la temperatura del
reservorio. La probabilidad buscada es
PE =
e−βE
ZN
(9)
Donde la funcio´n de particio´n cano´nica ZN es una cons-
tante de normalizacio´n impuesta para que la suma de
las probabilidades de todos los estados sea uno. Se de-
fine para estos sistemas en consideracio´n como
ZN =
1
N !h2N
∫
dNqdNpe−βH (10)
Siendo H el Hamiltoniano del sistema, N el nu´mero
de part´ıculas, β = 1kT y k,h las constantes de Boltz-
mann y Plank respectivamente. Esta ecuacio´n nos da
la energ´ıa libre de Helmholtz F = −kT lnZN del siste-
ma en funcio´n de sus variables naturales, lo que supone
un conocimiento termodina´mico exhaustivo del sistema
mediante las ecuaciones de estado.
p = −
(
∂F
∂A
)
N,T
(11)
S = −
(
∂F
∂T
)
N,A
(12)
U = −
(
∂ lnZN
∂β
)
(13)
Por tanto conocer la funcio´n de particio´n es resolver el
problema estad´ıstico. Trabajaremos entonces con esta
funcio´n de particio´n hasta llevarla a una forma con-
vencionalmente simple. Consideremos el sistema de N
part´ıculas que se describe al inicio de la seccio´n III.
Tomando el Hamiltoniano para este sistema y despue´s
de varios ca´lculos realizados que no se muestran para
ahorrar espacio, la funcio´n de particio´n cano´nica toma
la forma
ZN =
1
N !Λ2N
∫ N∏
i=1
dAie
−β(UN (u,φ)+VN (u,φ)) (14)
Donde dAi =
√[(
df
dui
)2
+
(
dg
dui
)2]
[f(ui)]
2
duidφi y
Λ = h√
2pimkT
es la longitud de onda te´rmica de de
Broglie. Esta u´ltima expresio´n para la funcio´n de par-
ticio´n cano´nica es lo bastante general y simple para
evaluar algunos casos idealizados sobre superficies de
intere´s. Adema´s, apartir de esta expresio´n para la fun-
cio´n de particio´n junto a la ecuacio´n de la presio´n (11)
y despreciando el potencial externo VN = 0, se puede
derivar la ecuacio´n de estado del virial
p
kT
= ρ(1 +B2(A, T )ρ+ . . . ), (15)
la cual es una ecuacio´n que incluye las desviaciones de
la idealidad. Aqu´ı, ρ = N/A es la densidad de mole´cu-
las por unidad de a´rea y B2(A, T ) es el segundo coefi-
ciente del virial, este u´ltimo esta´ dado por
B2(A, T ) = B
∗
2(A) −A
∂B∗2(A)
∂A
, (16)
donde
B∗2(A) = −
1
2A
∫
A
∫
A
dA1dA2
[
e−U(q1,q2)/kT − 1
]
.
(17)
3.1.1. Esfera
Retomando la funcio´n de particio´n cano´nica y asumien-
do que las biomole´culas son de un gas ideal en ausencia
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de un campo externo, entonces U(u, φ) = V (u, φ) = 0
por tanto la funcio´n de particio´n es simplemente
ZN =
AN
N !Λ2N
(18)
donde A =
∫
dA =
∫ √[(
df
du
)2
+
(
dg
du
)2]
[f(u)]
2
dudφ
es el a´rea de la superficie de revolucio´n. Recordando
que para e´sta superficie de revolucio´n f(u) = R cosu
y g(u) = R sinu entonces el a´rea A = 4piR2.
De aqu´ı es trivial obtener las ecuaciones termo-
dina´micas de estado a partir de la energ´ıa libre de
Helmholtz. En particular, la ecuacio´n de la presio´n, la
entrop´ıa y la energ´ıa interna son
p = −
(
∂F
∂A
)
N,T
=
NkT
A
(19)
S = −
(
∂F
∂T
)
N,A
= k ln
AN
N !Λ2N
+ 2N (20)
U = −
(
∂ lnZN
∂β
)
= NkT (21)
Interesantemente, la ecuacio´n de estado para la presio´n
es ana´loga a la ecuacio´n para un gas ideal contenido en
un volumen V , pero en este caso estamos hablando de
un gas ideal restringido a moverse sobre una superficie.
Tambie´n es notable que la energ´ıa interna solo depende
de la temperatura y claro del nu´mero de particulas.
Para el toroide tenemos las mismas ecuaciones y por
tanto propiedades similares pero con un a´rea A distinta
ya que al resolver la integral de superficie de revolucio´n
tenemos que A = 4pi2Rr.
El caso ma´s sencillo no ideal, es cuando se considera
un potencial de interaccio´n a pares tipo esfera dura
Uij = U(αij) = 0 si α < αij < 2pi − α (22)
= ∞ si 2pi − α < αij < α (23)
donde αij es la separacio´n angular entre dos part´ıcluas
cualesquiera y α es el a´ngulo que cubre una part´ıcu-
la sobre la superficie esfe´rica. Entonces la ecuacio´n de
estado del virial queda de la siguiente forma
p
kT
= ρ(1 +
A
8
α sinαρ+ . . . ) (24)
3.2. Ensamble Grancano´nico
En este ensamble el sistema intercambia materia y
energ´ıa con el medio ambiente en el cual se encuentra
inserto. El medio ambiente actu´a entonces a la vez
como reservorio de temperatura y de part´ıculas. Las
variables caracter´ısticas son el potencial qu´ımico µ,
el volumen V y la temperatura T ; Vamos a suponer
que el volumen del sistema se mantiene constante,
de manera que pensamos que el sistema se encuentra
separado del reservorio por paredes r´ıgidas pero
permeables. Si el sistema se encuentra en equilibrio
con el reservorio, el nu´mero de part´ıculas no sera´ mas
constante, pero podemos asumir que tanto su energ´ıa
media como su densidad media de part´ıculas, perma-
necen constantes, de esta forma los estados accesibles
del sistema son en este caso los autoestados de la
energ´ıa para una part´ıcula, para dos part´ıculas, etc..
Al igual que en el ensamble cano´nico, a partir
de la gran funcio´n de particio´n se pueden calcular
expresiones para los valores esperados o promedios de
las funciones de estado y se define para estos sistemas
en consideracio´n como
Θ(µ,A, T ) =
∞∑
N=0
λNZN (A, T ) (25)
Donde λ = eβµ. Esta ecuacio´n nos lleva al gran poten-
cial que esta dado por Θ = −pA = −kT lnΘ, entonces
es fa´cil demostrar que el nu´mero promedio de part´ıcu-
las es
N¯ = kT
(
∂ lnΘ
∂µ
)
A,T
(26)
y la energ´ıa promedio
E¯ = −
∂ lnΘ
∂β
+
µ
β
∂ lnΘ
∂µ
. (27)
3.3. Fo´rmula barome´trica
Hay que notar que la funcio´n de particio´n cano´nica
para un gas ideal es
ZN =
1
N !
ZN1 (28)
donde
Z1 =
1
Λ2
∫
dAe−βV (u,φ) (29)
es la funcio´n de particio´n para una sola part´ıcula bajo
la influencia de un campo externo. En ausencia de un
campo externo, la funcio´n de particio´n cano´nica del
sistema es simplemente
ZN =
AN
N !Λ2N
=
(2pimkT )
N
N !h2N
AN (30)
Como ya se hab´ıa visto. Entonces, de aqu´ı la gran fun-
cio´n de particio´n es
Θ(µ,A, T ) =
∞∑
N=1
(
λA
Λ2
)N
N !
= e
λA
Λ2 (31)
Por tanto, tenemos el nu´mero promedio de part´ıculas
como
N¯ = kT
(
∂ ln Θ
∂µ
)
A,T
=
λA
Λ2
(32)
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Retomando el caso del sistema bajo la influencia de un
campo externo, si denotamos la densidad de part´ıculas
por ρ(u, φ) entonces el nu´mero promedio de part´ıculas
en la superficie es
N¯ =
∫
dAρ(u, φ) (33)
Por otra parte, la gran funcio´n de particio´n es
Θ(µ,A, T ) =
∞∑
N=1
(λZ1)
N
N !
= eλZ1 (34)
entonces
N¯ = λ
(
∂ ln Θ
∂λ
)
= λZ1 (35)
Y por tanto, igualando las ecuaciones (33) y (35) y
teniendo en cuenta que Z1 esta´ dada por la eciacio´n
(29), obtenemos la formula barome´trica.
ρ(u, φ) = ρ0e
−βV (u,φ) (36)
donde ρ0 =
2pimkT
h2 e
βµ. Esta fo´rmula nos dice como
se distribuyen las part´ıculas sobre la superficie bajo la
influencia de un potencial externo, lo cual puede resul-
tar u´til para determinar la respuesta de las poblaciones
biolo´gicas al ser perturbadas.
4. Conclusiones
Hemos derivado expresiones explicitas para la ecuacio´n
de estado de sistemas de part´ıculas restringidas a una
superficie de revolucio´n. En particular, obtuvimos la
ecuacio´n de estado del virial para el caso de sistemas en
contacto con un reservorio de energ´ıa (ensable cano´ni-
co). Y espec´ıficamente calculamos la ecuacio´n de estado
para un una poblacio´n biolo´gica que vive en la superfi-
cie de una ce´lula, la cua´l fue modelada con un sistema
de part´ıculas tipo esfera dura restringido a vivir sobre
la superficie de una esfera simulando la pared celular.
Adema´s encontramos una expresio´n general para de-
terminar la respuesta del sistema ante la presencia de
perturbaciones externas.
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